Algebra de Boole

El dlgebra booleana es la teoria matemaéatica que se aplica en la l6gica combinatoria. Las variables booleanas
son simbolos utilizados para representar magnitudes l6gicas y pueden tener sé6lo dos valores posibles: 1
(valor alto) 6 O (valor bajo).

Operaciones Booleanas y Compuertas Basicas

Las operaciones boolenas son posibles a través de los operadores binarios negacién, suma y multiplicacion,
es decir que estos combinan dos o mas variables para conformar funciones l6gicas. Una compuerta es un
circuito util para realizar las operaciones anteriormente mencionadas.

Inversiéon o negacién (complemento)

Esta operacion se indica con una barra sobre la variable o por medio de un apostrofe (comilla) en el lado
superior derecho de la variable. El apéstrofe (°) es un operador algebraico que invierte el valor de una
variable, es decir, si X denota la sefial de entrada de un inversor, entonces X’ representa el complemento de
tal senal.

Ejemplo
Si X = 0 entonces X' = 1.

En la tabla de verdad 2.1.1. se muestra el resultado de la inversion ldgica.
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Tabla 2.1.1. Tabla de verdad del inversor

El simbolo l6gico de la negaciéon booleana se representa en la figura 2.1.1.
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Figura 2.1.1. Inversor.
Suma booleana

La representacion matematica de una suma booleana de dos variables se hace por medio un signo mas entre
las dos variables.

Ejemplo
La suma booleana de las variables A y B se enuncia de la siguiente forma,
X=A+B

La suma booleana es 1 si alguna de las variables légicas de la suma es 1 y es 0 cuando todas las variables
son O. Esta operacidon se asimila a la conexiéon paralela de contactos.

La tabla de verdad de la suma se muestra en la tabla 2.1.2.
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Tabla 2.1.2.Tabla de Verdad de la funcién OR

En circuitos digitales, el equivalente de la suma booleana es la operacion OR y su simbolo légico se
representa en la figura 2.1.2.

Figura 2.1.2. Simbolo l6gico para la compuerta OR.
Con la correspondiente ecuacion X= A + B.

El inverso de la funcién OR es la funcién NOR. La tabla de verdad se muestra en la tabla 2.1.3.
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Tabla 2.1.3.Tabla de verdad de la funcién NOR

El simbolo I6gico de la compuerta NOR se representa en la figura 2.1.3.
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Figura 2.1.3. Simbolo l6gico para la compuerta NOR
Con la correspondiente ecuacién X= (A+B)’

La suma booleana difiere de la suma binaria cuando se suman dos unos. En la suma booleana no existe
acarreo.

Multiplicacion booleana

La representacion matematica de una multiplicacion booleana de dos variables se hace por medio un signo
punto (- ) entre las dos variables.

La multiplicacién booleana de las variables A y B se enuncia de la siguiente forma,
X=A- - B

La multiplicacion booleana es 1 si todas las variables logicas son 1, pero si alguna es 0, el resultado es 0. La
multiplicacion booleana se asimila a la conexidn serie de contactos.

La tabla de verdad de la multiplicacion booleana se muestra en la tabla 2.1.4.



Entrada A\ Entrada B
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Tabla 2.1.4. Tabla de verdad de la funcién AND

En circuitos digitales, el equivalente de la multiplicacion booleana es la operacién AND y su simbolo se

|ep|ese||ta en la Iigwa 2.1.4.
:D_
El x

Figura 2.1.4. Simbolo légico de la funcién AND
con la correspondiente ecuacion X= A- B

El inverso de la funcién AND es la funcion NAND. La tabla de verdad se muestra la tabla 2.1.5.

Entrada A Entrada B
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Tabla 2.1.5.Tabla de verdad de la funcién NAND

El simbolo l6gico de la compuerta NAND se representa en la figura 2.1.5.
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Tabla 2.1.5. Simbolo l6gico de la funcién NAND
Con la correspondiente ecuacién X = (A- B)’
Propiedades de las Operaciones Booleanas

Las operaciones booleanas estan regidas por tres leyes similares a las del algebra convencional. Estas
incluyen las leyes conmutativas de la suma y la multiplicacion y la ley distributiva.

Leyes conmutativas en dos variables
1. Ley conmutativa de la suma se enuncia como sigue
X+Y=Y+X

En aplicacion a los circuitos digitales, podriamos decir que no importa el orden de conexion de las
entradas a una compuerta OR.

2. Ley conmutativa de la multiplicacion



En aplicacion a los circuitos digitales, podriamos decir que no importa el orden de conexion de las entradas a
una compuerta AND.

Leyes asociativas en tres variables
3. Ley asociativa de la adicién, se escribe en forma algebraica de la siguiente forma
A+(B+C)=(A+B)+C

En la figura 2.1.6 se muestra la aplicacion de la propiedad a las compuertas OR,
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Figura 2.1.6. Ley asociativa de la adiciéon

4. Ley asociativa de la multiplicacion
A- (B- C)=(A-B) C

En la figura 2.1.7 se muestra la aplicacion de la propiedad a las compuertas AND,
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Figura 2.1.7. Ley asociativa de la multiplicacion

Ley distributiva para tres variables
En el algebra de Boole, la multiplicaciéon légica se distribuye sobre la suma ldgica,
A- (B+C)=A- B+A C

En la figura 2.1.8 se muestra la aplicacion de la propiedad a las compuertas AND y OR,
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Figura 2.1.8. Ley distributiva para tres variables
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Teoremas Booleanos

Los teoremas booleanos son enunciados siempre verdaderos, lo que permite la manipulacion de expresiones
algebraicas, facilitando el analisis 6 sintesis de los circuitos digitales. Los teoremas booleanos son los
siguientes:



1. X+0=X

2. X+1=1

3. X-0=0

4. X-1=X

5. X)y=X

6. X+ X=X

7. X X=X

8. X+X =1

9. X.X'=0

10. X+ XY =X

11. X+X- Y=X+Y

12. X- Y + X- Y = X (Teorema de combinacion)
13. X+E)X+Y)=X+X Y+ X Y=X

14. X- Y+ X Z+Y- Z=XZ+ Y- Z (Consenso)

El teorema 12 se conoce como la ley distributiva para tres variables.
Demostracion teorema 12:

XY+ X Y =X

Utilizando la ley distributiva para tres variables

X- Y + X Y'=X- (Y+Y?)

Aplicando el teorema 8 se tiene,

XY+ X Y=X-1

Dando como resultado,

XY+ X Y=X

Esta expresion indica que la suma de dos productos candnicos adyacentes, es decir que difieren en una sola
de las variables, se reduce al producto de los demas términos suprimiéndose dicha variable. El teorema 13
es otro caso del teorema de combinacion. Los teoremas 12 y 13 se utilizaran en las lecciones siguientes de
forma sistematica para sintetizar circuitos l6gicos con los métodos de mapas de karnaugh y el algortimo de
Quine-McCluskey.

Teoremas de DeMorgan

Los teoremas de DeMorgan demuestran la equivalencia entre las puertas NAND y negativa - OR, y las
puertas NOR y negativa — AND.

1. El complemento de la suma de variables es igual al producto de los complementos de las variables.

X1+ Xo +..... + Xn) =X - X2 oLl - Xy
En el caso de dos variables se tiene,
X+Y)y=X.Y

El circuito equivalente a la ecuacién anterior se muestra en la figura 2.1.9.
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Figura 2.1.9. Simbolo l6gico para la compuerta NOR.
Ejemplo
Obtener una compuerta OR utilizando compuertas NAND.

Y=A+B)=[(A+B)] = (A" BY

Figura 2.1.10. Compuerta OR utilizando compuertas NAND
2. El complemento del producto de variables es igual a la suma de los complementos de las variables.
X1+ Xz ... COXn) =X+ X2+ + Xp
En el caso de dos variables se tiene,
X- Yy =X +Y

El circuito equivalente en dos variables a la ecuacién se muestra en la figura 2.1.11.
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Figura 2.1.11. Simbolo légico para la compuerta NOR.

Ejemplo

Obtener una compuerta AND utilizando compuertas NOR.

Y=A B=I[(A.B)] = (A+B’)

Figura 2.1.12. Circuito logico para la compuerta AND



Simplificacion de Expresiones Ldgicas

El objetivo de la simplificacion de expresiones l6gicas es reducir la expresion al menor nimero posible de
términos. Las expresiones légicas se pueden simplificar utilizando los teoremas anteriores.

Ejemplo

F=A B- C+A- BC
F=A B (C+C)
F=A B

Ejemplo

F= (A'+B)- (A+B)
F=A A+A.- B +A B+B B
F=A-B +A B

Ejemplo

F=[(A"+C) (B+D)T
F=(A +C)y+(B + DY
F=A- C +B- D

Ejemplo

F=(X+2Z) (Z+W- Y)Y+ (- Z+W- X) (Y +2)

F=(X+2) [Z- W +Y)]+[(V- Z+W- X) (Y 2)]
F=(X+2) (Z-W+Z-Y)+V- Y- Z-Z+W- X Y- 2
F=W- X-Z+X-Y-2Z+2Z-Z-W+2Z-2Z-Y+W XY 2Z
F=W- X-Z+X- Y- 2Z+W-Z+Y-Z+W X-Y- Z
F=W.2Z- QA+X)+Y-2Z2- QA+X)+W XY 2Z
F=W.-Z+Y-Z+W: X Y- Z

F=W.2Z+Y-2Z- (1+W- X)

F=2Z- (W +Y)



Implementacion de Funciones Légicas mediante Compuertas.

La forma mas facil de encontrar la expresion de un circuito l6gico consiste en comenzar con las entradas
situadas mas a la izquierda e ir avanzando hasta la salida de cada compuerta l6gica, obteniendo la expresién
para cada una de ellas. Al final del recorrido se debe tener la expresion para todo el circuito. La expresion
resultante podemos simplificarla para obtener una més sencilla y asi obtener un circuito méas reducido.

Ejemplo

Encontrar la expresion para el circuito de la figura.

(A+B)

(A+BRYC

[(A+BY-C]H+D

Figura 2.1.13. Simbolo légico para la compuerta NOR.

1. La expresion de la compuerta NOR situada a la izquierda cuyas entradas son Ay B es (A+B)’. Esta
es la primera entrada de la compuerta AND situada a la derecha.

2. La expresion de la compuerta AND cuyas entradas son (A+B)’y C es (A+B)’- C.

3. La salida de la compuerta AND es la primera entrada de la compuerta OR del extremo derecho. Por
lo tanto, la expresion de esta compuerta OR es [(A+B)’- C]+D.

Sintesis de Disefio de Circuitos Combinatorios

Sintesis se entiende como la obtencion de circuitos légicos, a partir de una descripcion inicial que utiliza el
lenguaje convencional y luego es transferida a una tabla de verdad.

Una tabla de verdad es una representacion basica de una funcién légica, en la cual se listan las salidas del
circuito légico para las posibles combinaciones de entrada. Las combinaciones de entrada estan ordenadas
por renglones (lineas) y cada renglon contiene su salida respectiva. Por ejemplo, la tabla de verdad para una
funcion légica de 3 variables, tendra 8 lineas para 8 combinaciones de entrada, conteniendo cada linea, su
salida respectiva. En la tabla 2.2.1. se ilustra una funciéon de 3 variables para el caso mencionado.

Renglén o linea H Funcién de salida
0 oflof|fo A'- B C'

F(0,0,0) . A+B+C
1 olofz F(0,0,1) A B- C A+B+C’
2 ofr]o F(0,1,0) A B C' A+B'+C
3 oflrffz F(0,1,1) A B C A+B'+C'
4 1|ofo F(1,0,0) A- B C' A+B+C
5 1lofa F(1,0,1) A B C A'+B+C'
6 110 F(1,1,0) A- B- C' A+B'+C
7 1112 F(1,1,1) A B C A'+B'+C'

Tabla 2.2.1.Funciones de salida, maxtérminos y mintérminos

En general, la tabla de verdad para una funcion légica de n variables tendra 2" lineas.



Métodos para Sintetizar Circuitos Logicos

Los métodos para sintetizar circuitos l6gicos requieren en primer lugar, la comprension de algunos
conceptos, entre ellos:

Literal: Variable o el complemento de una variable.
Ejemplo: X', Y, X, Y.

Dominio de una expresion booleana: Es el conjunto de variables contenido en una expresion
booleana.

Ejemplo: Determine el dominio de la expresion X’ Y- Z + X- Y- Z- W.
El dominio es X, Y, Z, W.
Término normal: Un producto o término suma en donde ninguna variable aparece repetida.
Ejemplo de término repetido: X- Y- Y, Z- X- X- Y
Ejemplo de término no repetido: X- Y- Z, Z- Y- X

Término producto: Un solo literal o el producto l6gico (multiplicacién booleana) de dos o mas
literales.

Ejemplo: X', X- Y, Z- Y, X- Y- Z

Un término producto es 1 s6lo para una combinaciéon de valores de las variables.

Ejemplo: El término producto X- Y'- Z es 1 s6lo para X=1, Y=0y Z=1y es O para el
resto de combinaciones. El valor en binario serd 101 6 5 en decimal.

Término suma: Un solo literal o una suma légica (suma booleana) de dos o mas literales.
Ejemplo: X, X + Y, X'+Z', X+Y+Z, X+Y'+Z’
Un término suma es 1 cuando cualquier literal que lo compone es 1.

Ejemplo: El término X+Y'+Z’ es 0 para X=0 6 Y=1 6 Z=1y es 1 para el resto de
combinaciones. El valor en binario sera 011 6 3 en decimal.

Suma de productos: Suma ldgica de términos productos (Ver tabla 2.2.1).
Ejemplo: X'+ X- Y+ Z- Y+ X- Y- Z
Forma estandar de la suma de productos

Una suma de productos no se encuentra en su forma estandar cuando alguno de los términos
producto no contiene alguna de las variables del dominio de la expresion.

Ejemplo

X Y- Z+X- Y- Z- W. El dominio es X, Y, Z, W. El primer término producto no contiene
el literal W 6 W'.

Ejemplo



X' Y- Z'W+ X- Y- Z- W. En cada uno de los términos de la expresion aparecen todas
las variables del dominio. Por lo tanto, la suma de productos esta en su forma
estandar.

Producto de sumas: Producto légico de términos suma (Ver tabla 2.2.1).
Ejemplo: X: (X+Y’): (X’+2Z"):- (X+Y+Z)- (X+Y'+2Z’).
Forma estandar del producto de sumas

Un producto de sumas no se encuentra en su forma estandar cuando alguno de los términos suma

no contiene alguna de las variables del dominio de la expresion.

Ejemplo

X'+W+2Z"Y)- (X'+Y'+Z+W')- (X+Y). El dominio es X, Y, Z, W. El primer término suma
no contiene el literal Y 6 Y'. El tercer término suma no contiene los literales Z 6 Z' y
W o6 W'

Ejemplo

X' Y- ZW)- (X- Y'- Z- W). En cada uno de los términos de la expresion aparecen todas
las variables del dominio. Por lo tanto, el producto de sumas esta en su forma
estandar.

Mintérmino: Es un término de producto con n literales en el cual hay n variables. De n variables
obtenemos 2" mintérminos.

Ejemplo de mintérminos de 3 variables: X’ Y'.Z', X'.Y'.Z, X'.Y.Z', X'.Y.Z, X.XY'.Z’, X.Y'.Z,
X.Y.Z', X.Y.Z. (Ver tabla 2.2.1.).

Maxtérmino: Es un término de suma con n literales en el cual hay n variables. De n variables
obtenemos 2" maxtérminos. (Ver tabla 2.2.1.).

Ejemplo de maxtérminos de 3 variables: X+Y+Z, X+Y+2Z', X+Y'+Z, X+Y'+Z’, X’+Y+Z,
X'+Y+Z', X'+Y'+Z, X'+Y'+Z'. (Ver tabla 2.2.1.).

Los métodos existentes para sintetizar circuitos légicos son:

Suma de productos (SDP)
Producto de sumas (PDS)

Mapas de Karnaugh

Algoritmo de Quine — McCluskey

Representacion por Suma de Productos y Producto de Sumas

En la leccion anterior vimos las definiciones béasicas para comprender los métodos de sintesis de circuitos
légicos. En esta leccidon se explicaran los dos primeros de estos métodos para sintetizar circuitos légicos.

Método de Suma de Productos (SDP) ****>*

La suma de productos de una funcion l6gica es la suma de los mintérminos correspondientes a las lineas de
la tabla de verdad para las que la funcién produce una salida igual a 1. La funcion obtenida es la suma de
productos.
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Ejemplo

Obtener la suma de productos para la funcién légica de la tabla 2.3.1.

1 0 0 1 0
2 0 1 0 1
3 0 1 1 0
4 1 0 0 1
5 1 0 1 1
6 1 1 0 0
7 1 1 1 1

Tabla 2.3.1.Tabla de verdad para la funcién légica F;

La funcién puede ser expresada conformando un término minimo por cada combinacién de variables que
producen un 1 en la funcién para luego obtener la suma de todos los términos. La funcién légica para la tabla
2.3.1 se determina expresando las combinaciones 010, 100, 101y 111 comoA'- B- C,A- B C,A- B CyA.- B- C:

Fi=Sagc(2,4,57)=A" B- C"+A- B- C'"+A B C+A- B-C.

Cada mintérmino de la funcién anterior representa una compuerta AND de tres entradas y la implementacion
de la funcién es posible a través de la aplicacién de la operacion OR a las salidas de las cuatro compuertas
AND. Por tanto, el nimero total de compuertas AND dependera del total de mintérminos de la expresién. El
circuito se muestra en la figura 2.3.1.

F1

9998

NP rF M 00> OO0

Figura 2.3.1. Circuito légico para la funcion légica Fi.

En una suma de productos se cumple la igualdad de la funcién al valor lé6gico 1 si al menos uno de sus
términos productos es igual a 1.

Ejemplo

Obtener la suma de productos para la funcién légica de la tabla 2.3.2.

11



z

=N Ll K=2 K=}
=N K=X L K=}
[} RN LN k=]

Tabla 2.3.2.Tabla de verdad de la funcién F2.

En la tabla de verdad existen dos condiciones para las cuales la salida es 1. Estas son las siguientes:

1. La primera se presenta cuando A es Bajo(0) y B es Alto(1). El resultado 1 de esta condiciéon se
puede expresar como el producto légico:

A- B

2. La segunda condicién se presenta cuando A es 1y B es 0. Esta condicion ocasiona un resultado 1, si

el producto légico es:

A- B’

Como cualquiera de estas 2 condiciones hace que la salida sea 1, entonces la funcion l6gica que los
representa es la suma logica de los productos anteriores:

F=A- B+A- B =AAB

La representacion de la funciéon anterior con compuertas OR y AND se muestra en la figura 2.3.2.

D
-
D

Figura 2.3.2. Funcion F; utilizando compuertas AND Y OR

Esta funcién corresponde a la funcion OR exclusiva, cuya compuerta se representa en la figura 2.3.3.

1D

Figura 2.3.3. Simbolo légico de la funciéon OR - exclusiva.

Ejemplo

Obtener la funcion SDP para la funcion logica de la tabla 2.3.3. Simplificar la funcién y dibujarla.

=
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Tabla 2.3.3.Tabla de verdad de la funcion Fs
Utilizando suma de productos para las lineas 1 y 4 de la tabla se obtiene,
Fs=A'- B'+ A. B, simplificando
Fs=(A+B)' + A- B
Fs= (AA B)'

El circuito lI6gico de la funcién anterior se muestra en la figura 2.3.4.

F3

Figura 2.3.4. Funcioén F3 utilizando compuertas AND, NOR y OR.

El simbolo légico de la compuerta NOR - Exclusiva se muestra en la figura 2.3.5.

B

Figura 2.3.5. Simbolo l6gico de la funcién NOR - exclusiva
Conversion de una expresion ldgica a formato de suma de productos

La metodologia empleada en la transformacién de una suma de productos a su forma estandar se basa en el
teorema 6 (Ver leccion 1 parte 2), que establece que una variable sumada con su complemento es siempre
igual a 1; A+ A' = 1. Los pasos son los siguientes:

1. Los términos producto que no contengan la(s) variable(s) del dominio, multiplicarlos por un término
formado por dicha variable mas el complemento de la misma (teorema 6).

2. Repetir el paso 1 para todos los términos de la expresién que no contengan todas las variables (o sus
complementos) del dominio. Resolver los términos intervenidos.

Ejemplo

Convertir la expresidon booleana A- B.C' + B- C + A’ a su forma estandar.

El dominio de la expresién es el conjunto de variables A, B y C. Se observa la falta de formato estandar para
el segundo y tercer término producto. Sobre ellos se aplicara el procedimiento, para luego volver a agrupar
toda la expresion:

Término B- C
B-C=B-C- (A+A)=A- B-C+A" B- C

Término A
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A'= A" (C+C') = A'- C+A'- C'; la expresion aun no tiene el formato estandar, entonces multiplicamos cada
término por (B+B")
A'- C- (B+B") +A'- C'- (B+B)=A" B- C+ A" B C+ A" B- C'+A" B C

La expresion en su formato estandar es:
A-BC +B-C+A'"=A-B-C+A-B-C+A-B-C+A-B-C+A"-B-C+A" B C
Método de producto de sumas (PDS)

El producto de sumas de una funcién légica es la multiplicacion de los maxtérminos correspondientes a las
lineas de la tabla de verdad para las que la funcién produce una salida igual a 0. La funcién obtenida es el
producto de sumas.

Ejemplo

Obtener el producto de sumas para la funcién légica de la tabla 2.3.4.

Renglén o linea p 5
(o] ollo]jo

Funcién de salida F4

0
1 ollofiz 0
2 oflz(o 1
3 oflzz 0
4 1oflo 0
5 1ol 1
6 11l 1
7 1] 1

Tabla 2.3.4.Tabla de verdad para la funcion légica Fa

La funcion puede ser expresada conformando un término maximo para cada combinacién de variables que
producen un O en la funcion y luego obtener el producto de todos los términos. La funcién légica para la
tabla 2.3.4 se determina expresando las combinaciones 000, 001, 011 y 110 como
(A+B+C),(A+B+C"),(A+B'+C") y (A'+B+C). La funcidn légica es la siguiente:

FA= S apgc(0,1,3,4)= (A+B+C)- (A+B+C")- (A+B'+C")- (A'+B+C).

Cada maxtérmino de la funcién anterior representa una compuerta OR de tres entradas y la implementacion
de la funcion es posible a través de la aplicacion de la operacion AND a las salidas de las cuatro compuertas
AND. Por tanto, el nimero total de compuertas AND dependera del total de mintérminos de la expresion. El
circuito se muestra en la figura 2.3.6.

14
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Figura 2.3.6. Circuito légico para la funcién légica Fa
Un producto de sumas es igual a O si al menos uno de los términos suma es igual a 0.

Ejemplo

Obtener el producto de sumas para la funcioén légica de la tabla 2.3.5.

W
n
[}

Rl |O|O
= [=2 Ll k=8 0
ofjr|r|o

Tabla 2.3.5.Tabla de verdad de la funcién OR - exclusiva

Considere el complemento de la funciéon de Boole Fs. Este puede obtenerse de la tabla 2.3.5. formando un
término minimo por cada combinacion que produce un cero y luego haciendo la suma de los términos. El
complemento de Fsse expresa asi:

Fs'=A" B'+A- B
La expresion Fsse obtiene la negar Fs':
Fs = (Fs)' = (A- B"+ A- B)' =(A" B)" (A- B) =[(A)'+(B)']- (A'+B") = (A+B)- (A'+B")

Si cualquiera de los términos del PDS es cero, la funcién es cero.

****Nota: De los 2 métodos anteriores, se pueden escoger algunos criterios para aplicar un método u otro,

siendo estos los siguientes:

= Sien la ultima columna de la tabla de verdad, o sea en la columna que indica los resultados, si

predominan los ceros es mas conveniente utilizar las suma de productos.

= Sien la columna que indica los resultados, predominan los unos, es mas conveniente utilizar el

método del producto de sumas.
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